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stetig Reit 

unb 

trrcttöttcle 3cl)U«- 



2)ic aSetrai^tungen, mel^c ben ©egenftanb bicjer fleinen @^rift 

bilbcn, [tammen au§ bem ^erbft be§ Sal^reö 1858. 3(^ befanb ntid^ 

bamate ate ^rofeffot am etbgenöjfijcS^en ^ol^teci^mcum ju 3üri(^ 

jum etften 5)lale in ber Sage, bie Elemente bcr ®tfferentialre(?^nung 

vortragen ju muffen, unb fül^tte babei entpfinblt(?^er aU jemals 

frül^er ben 5)langel einer wirfUd^ tt)iffenf(^aftli(?^en Segtünbung ber 

3lrit]^metif. ^ei bem Segriffe ber Slnnäl^erung einer berönberücS^en 

©rö^e an einen feften ©renjtDertl^ unb namentü(^ bei bem Seweife 

be§ @a^e§, ba^iebe ©rö^e, meldte beflänbig, aber ni(^t über alle 

©renjen to'dä)\t, \i^ gett)i^ einem ©renäwertl^ näl^em mu^, nal^m 

i(^ meine 3uflw^t ju geometrifd^en ßbibenjen.^ 9lu(^ je^t l^alte \ä) 

ein f ol^e§ ^eranjie^en geometrif (i^er 2lnf d^auung bei bem erften Unter= 

ri(^te in ber SDifferentialred^nung bom bibaftifci^en ©tanbpuncte au§ 

für au^erorbentlic?^ nü^lid^, Ja unentbel^rlii^, wenn man nici^t gar 

}u biel Qexi betUeren miü. ^ 2lber ba^ biefe Slrt ber ©nfül^rung in 

bie S)ifferentialre(i^nung feinen Slnfpruc?^ auf SBiffenfd^af tli(?^!eit ma^m 

tarnt, mirb mol^l 9üemanb leugnen, ^^üx mxä) toax bamalS bie§ 

©efüj^l ber Unbefriebigung ein fo überwältigenbeS, ba^ xä) ben feften 

@ntf(^Iuß fa^te, fo lange nad^jubenf en , biö i^ eine rein aritl^metifd^e 

unb böHig ftrenge Segrünbung ber ^rincipien ber Snfinitefimat 

1 



and^fiS gefunben l^aben mütbe^^ 5)lan fagt jo l^öufig, bte ®ifferen= 
tialred^nung befcS^äftige \\ä) mit ben ftetigen ©töpen, unb bo(^ wirb 
nitgenbs eine ßrflärung bon biejer @tetig!eit gegeben, unb ani) bie 
[trengften S)arfteIIungen bet ®iffetentiaU*e(^nung grünben il^te 35e= 
»cijc nidf|t auf bie @tetig!eit, jonbern fie appeUiten entweber mit 
mel^r ober weniger SetDufetjein an geometrif(^e, ober burdfi bie @eo= 
metrie beranla^te SSorfteHungen , ober aber fie ftü^en \\äf auf foldfie 
©äje, weli^e felbft nie rein arit^metifci^ betoiefen finb. 3^ i\^tn 
gel^ört j. 93. ber oben ertoöl^nte Ba% unb eine genauere Unterfudfiung 
überjeugte mici^, ba^ biefer ober aud^ Jeber mit il^m äquibalente 
©a^ geioifferma^en al§ ein ]^inrei(^enbe§ gunbament für bie 3n= 
finitefimalanal^fiS angefel^en werben !ann. (5§ !am nur noä) barauf 
an, feinen eigentlidfien Urfprung in ben Elementen ber Slritl^meti! 
ju entbetfen unb l^iermit jugleid^ eine wirflidfie Definition bon bera 
SBefen ber ©tetigfeit ju gewinnen. S)ie§ gelang mir am 24. ^lo^ 
bember 1858, unb wenige Xage barauf tl^eilte xä) ba§ ßrgebnijs 
meines 9la(^benfen§ meinem tl^euren S^i^eunbe SDurege mit, wa§ ju 
einer langen unb lebhaften Unterl^altung fixierte. Später l^abe xäf 
to6f)l bem einen ober anberen meiner ©(^üler biefe @eban!en über 
eine wiffenf(^aftli(^e SSegrünbung ber 5lrit^metif auSeinanbergefe^t, 
ani) l^ier in 58raunf(^weig in bem wiffenf(^aftli(^en aSerein ber 
^rofefforen einen SSortrag über biefen ©egenftanb gel^alten, aber ju 
einer eigentüdfien ^ublication fonnte \ä) mxä) ni(^t redfit entfd^üe^en, 
weil erftenS bie 2)arfteIIung nid^t ganj leidet, unb weil au^erbcm bie 
®a^t felbft fo wenig frud^tbar ift. 3nbeffen l^atte id^ bodfi fd^on 
l^alb unb l^alb baran gebadfit, biefeS Xl^ema jum ©egenftanbe biefer 
@elegen]^eit§fdf|rift ju wälzten, als bor wenigen 3:agen, am 14.3Kärj, 
bie Slbl^anblung : „S)ie Elemente ber gunctionenlel^re", bon @. ^eine 
(ßrelle'S 3oumal, S9b. 74) burd^ bie @üte il^reS l^odfiberel^rten 
aSerfafferS in meine ^änbe gelangte unb mid^ in meinem ©ntfd^Iuffe 
beftörfte. S)em 3Befen nad^ ftimme id^ jwar boöftänbig mit bem 
Snl^altc biefer ©d^rift überein, wie eö ja nid^t anbcrS fein !ann, aber 



xäf toiH freintütl^ig geftel^en, ba^ nteine SarfteKung mit ber goi^nt 
mä) einfad^ei- ju fein unb ben cigentUi^en ßenU)unct präcijer l^er» 
botjul^eben jd^eint. Unb mäl^renb xä) an biejem Sortüort fc^reibe 
(20. aWärj 1872), erhalte ic^ bie intereffante m^anblung: „lieber 

* 

bie Sluöbel^nung eines @a|e§ aus ber Sll^eorie ber trigonomelrijd^en 
Sleil^en", bon @. ßantor (SUlat)^. 9lnnalen bon ßlebfdfi unb 
9leuntann, 35b. 5), für meldte \ä) bem fc^arffinnigen SSerfaffer 
meinen beften S)an! fage. 2Bie xä) bei rafci^em ®ur(^Iefen finbe,^ 
f flimmt baS Sljiom in §. 2 berf elben , abgef el^en bon ber äußeren > 
gorm ber @in!Ieibung, boüftänbig mit ®em überein, toaS x^ unten \ 
in §. 3 als baS SSBefen ber ©tetigfeit bejeici^ne. SBeld^en Sinken ^ 
aber bie, menn aud^ nur begriffliche Unterfc^eibung bon reellen Qdf)U 
gröpen nodfj l^öl^erer 9lrt gemäl^ren toirb, bermag id^ gerabe nadfi 
meiner Sluffaffung beS in fid^ boßfommenen reellen S^^^G^^i^^^ 
noc^ nid^t ju erlennen. 
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§. 1. 

6igenj(i^aften ber rationalen S^^I^"- 

2)ie ßnttüidelung ber 3lrit]^metil ber rationalen S^^Ien tt)irb l^ier 
jmar t)orau§gefe|t, ioä) l^alte \ä) eS für gut, einige §auptmomente 
ol^ne S)i§cuffion l^eröorjul^eben, nur um ben ©tanbpunct t)on dorn» 
I)ereih ju bejei(3^nen, ben \ä) im Qfolgenben einnehme, ^ä) \ef)e bie 
ganje 9lrit]^metif al§ eine notl^toenbige ober n)enigflen§'natürli(3^egfoIge 
beS einf a(i^flen aritl^metif c^en 9lcteS, beä ^(äfkn^, an, unb >a§ 3ä^len 
felbft ift nichts 9lnbere§ aU bie fucceffiöe ©(ä^öpfung ber unenbü(i^en 
aieil^e ber pofitiüen ganjen S^^'^i^/ i" tt)el(3^er jebeS ^nbiöibuum burd^ 
ba§ unmittelbar öorl^ergel^enbe befinirt toirb; ber einfad^fte 9lct ift 
ber Uebergang t)on einem f(3^on erfc^affenen 3ttbiöibuum ju bem bar» 
auf folgenben neu ju erfd^affenben. 2)ie ßette biefer 3^^^" ^Ui^^t 
an fic^ f(i^on ein überaus nü^üd^eS §ülf§mittel für ben menfc^Iid^en 
@eift, unb fie bietet einen unerfc^öpflid^en SReid^tl^um an merftoür» 
bigen ®efejen bar, ju toeld^en man burd^ bie ©nfül^rung ber öier 
aritl^metifd^en ©runboperationen gelangt. 2)ie 2lbbition ift bie 3u» 
fammenfaffung einer beliebigen SBieberl^olung beä obigen einfad^ften 
9Icte§ ju einem einzigen 9lcte, unb au§ il^r entfpringt auf biefelbe 
SBeife bie SKuItlplication. SBäl^renb biefe beiben Operationen ftet§ 
auäfül^rbar finb, jeigen bie umgef eierten Operationen, bie @ubtrac= 
tion unb 2)iöifion, nur eine bef darauf te guläffigfeit. SäJeld^eS nun 
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anä) bie nä(i^fte $ßcranlaflung gctücjen jein mag, mlä)e SSerglcic^un^ 
gen ober Slnalogieen mit 6rf al^rungen , Slnfd^auungen baju gefül^rt 
l^aben mögen, bleibe bol^in gefteflt; genug,- gerabe biefe Sefd^ränft» 
l^eit in ber SluSfül^rbarfeit ber inbirecten Operationen ift jebeämal 
bie eigentli(i^e Urfa^e eine§ neuen ©c^öpfung§acte§ gettjorben; \o 
finb bie negatiöen unb gebrochenen 3^^^^^ '^^^^ '^^^ menf(3^Iic^en 
©eift erf(3^affen, unb eS ift in bem Softem afler rationalen !SoijUn 
ein 3nftrument t)on unenbli(3^ öiel größerer SSoflfommenl^eit gett)on= 
nen. S)ieje§ ©^ftem, meld^eS id^ mit R bejei(3^nen mill, befi^t öor 
allen fingen eine SSoUftänbigfeit unb 3P6gef(3^Io|fen]^eit, meiere iä) an 
einem anberen Orte*) al§ SKerfmal eines !^af)llbxpex% bejeic^net 
^aU, unb meldte barin befielet, bafe bie öier ©runboperationen mit je 
jmei 3nbit)ibuen in R [tets ausführbar finb, b. 1^. ba& ba§ SRefuItat 
berfelben ftets toieber ein beftimmteS Snbiöibuum in R ift, ttjenn 
man ben einzigen fJaH ber 2)it)ifion bur(3^ bie 3a^I 3lviU ausnimmt. 

tJfür unferen näc^ften 3^^* ^ft ^^^t noä) tt)ic^tiger eine anbere 
gigenfc^aft beS*@^ftemS JB, meiere man bal^in ausfprec^en !ann, ba^ 
baS ©5ftem R ein mol^IgeorbneteS, nac^ jtoei entgegengefe^ten ©eiten 
i)\n unenblic^eS ©ebiet t)on einer 2)imenfion bilbet. 2BaS bamit 
gemeint fein foü, ift imä) bie SBal^I ber 9luSbrü(!e, tt)el(j^e geo= 
metrifc^en SSorfteÖungen entiel^nt finb, l^inreic^enb angebeutet; um fo 
notl^toenbiger ift es, bie entfprec^enben rein aritl^metifd^en ©igentpm* 
U(3^feiten l^eröorjul^eben, bamit eS anä) ni(3^t einmal ben 3lnf(i^ein be« 
l^ält, als bebürfte bie 3lrit]^metif fold^er il^r fremben SSorftellungen. 

©oll ausgebrüht merben, ba^ bie 3^^^^^ ^ ^^"^ * ^^^^ ^^'^ 
biefelbe rationale !^ai)\ bebeuten, fo fe^t man fotool^I a = 6 mie 
b = a. S)ie Sßerfd^iebenl^eit jttjeier rationalen 3^^!^^ ^t, b jeigt 
\x(i) barin, ba^ bie ©ifferenj a — b enttoeber einen pofitiöen ober 
einen negatiöen SBertl^ l^at. 3tn erften 3fafle l^ei^t a größer als &, 



♦) SSorle jungen über So^lcwtl^coric öon ^. ®. Sejeune ^xxi^Ui, 
aweite ?lufl09e. §. 159. 



b Heiner al§ a, tt)o§ ani) hnxä) bie 3^^^^ a > b, b < a art= 
gebeutet lüirb*). 2)a im smeiten ^aUe b — a einen pofitiüen SJBertl^ 
l^at, fo i\t b > a, a < b. §infic^tli(3^ biefer boppelten 3Rögü(i^feit 
in ber 9lrt ber 93erf(i^ieben]^eit gelten nun folgenbe ©eje^e. 

I. 3[t a > &, unb 6 > c, jo i[t a > c. SQBir tüotten jebe§= 
mal, tüenn a, c jtüei t)erf(i^iebene (ober unglei(3^e) Saluten finb, unb 
menn 6 größer ate bie eine, Heiner aU bie anbere ift, ol^ne ©(i^eu 
t)or bem Slnflang an geometrif(i^e SSorfteflungen bie§ furj fo au§= 
brü(fen: b liegt jtt)i|(3^en ben beiben !^a^m a, c. 

II. @inb a, c im\ berf(3^iebene '^(Ajitn, fo giebt e§ immer 
unenblic^ üiele öerf(3^iebene 3^^!^^ */ xo^Xi^t jtoifc^en a, c liegen. 

III. 3[t a eine beftimmte ^oijX, fo jerfatten atte '^üi^Xm beö 
S^ftemö J2 in jtoei ßlaffen, Ai unb J.2, beren jebe unenbli(3^ öiele 
Snbiöibuen entl^ält; bie erfte ©laffe^i umfaßt atte3ö^len a^, meiere 
< a finb, bie jtoeite Klaffe A^ umfaßt afle '^(üjXtxi .a^j , VQtXi^t > a 
finb ; bie 3ö^I « felbft fantt nac^ Selieben ber erften ober ber jtoeiten 
Klaff e jugetl^eilt werben, unb fie ift bann entfpre(3^enb bie größte 
3a]^I ber erften ober bie Heinfte '^(x^ ber jtoeiten Klaffe. 3n jebem 
gafle ift bie S^^l^flwng be§ ©^ftemS B in bie beiben Klaffen A^ , A^ 
t)on ber 9lrt, ba^ jebe 3ö^l ber erften Klaffe A^ Heiner afö jebe 
3a]^l ber jttjeiten Ktaffe A^ ift. 

$5erglei(i^ung ber rationalen '^Ci))Xtxi mit ben ^uncten 

einer geraben fiinie. 

2)ie foeben l^eröorgel^obenen Kigenfc^aften ber rationalen 3^^!^^ 
erinnern an bie gegenfeitigen Sagenbejiel^ungen jtoifti^en ben Runden 
einer geraben Sinie L. SOBerben bie beiben in il^r ejiftirenben 



*) 6§ ift oljo im golgcnbcn immer ba§ jogcnannte „a(öcbroi|d)c" ^x^^tx 
unb Heiner jein gemeint, wenn nit^t ba§ iü^ort „abjolut** l^inaugefüßt wirb. 
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entgegengefe^ten 3li(3^tuttgen burc^. „red^tö" unb „linfö" unterfiä^ieben, 
unb [inb p, q jmei t)erj(3^iebene ^uncte, jo Hegt entiocbcr p x^ä)t^ 
öon q, unb glet(i^äcitig q litifö öon p, ober umgefel^tt, e§ liegt g 
re(3^t§ t)on p, unb gleiti^jeitig j) lin!§ don g. 6in britter QföH ift 
unmögU(3^, menn j), g mirfüti^ üerfti^iebene ^uncte finb. |)infici^tlic^ 
biejer Sagenöerfc^tebettl^ett beftel^en folgenbe ©efe^e. 

I. Siegt p xeä)i^ öon q, uttb q tüteber teiä^tä bon r, fo liegt 
au(3^ p rechts öon r; unb man fagt, ba^ g jtt)ifc^en ben Runden p | 

unb r liegt. 

IL ©inb i), r jmei t)erf(3^iebene ^uncte, jo giebt e§ immer 
unenbli(3^ diele ^uncte q, meiere jmijc^en j) unb r liegen. 

in. Sft p ein beftimmter ^unct in L, \o jerfaflen alle ^uncte 
in L in jmei Klaffen, Pi, P3, beren jebe unenbliiä^ biele 3nbiöibuen 
entl^ält; bie erfle ßlaffe Pj umfaßt alle bie ^unctejpi, tt)el(i^e linfö 
don p liegen , unb tie jtdeite Klaffe P3 umfaßt alle bie ^uncte p2, 
me^e reci^t§ don p liegen; ber ^unct p felbft lann nac^ Selieben 
ber erften ober ber jmeiten Klaffe jugetl^eilt werben. 3n jebem 
galle ift bie 3^rif9ii^9 '^^^ ©eraben L in bie beiben Klaffen ober 
@tü(fe Fl, P2 don ber 9lrt, ba$ jeber ^unct ber erften Klaffe Pj 
linfö don jebem ^uncte ber jmeiten Klaffe P^ liegt, 

2)iefe 9lnalogie jmifd^en ben rationalen Sal^len unb ben ^uncten 
einer ©eraben mirb be!anntli(3^ ju einem tt)irfli(i^en S^fammenl^ange, 
wenn in ber ©eraben ein beftimmter 3lnfang§punct ober 5RulIpunct 
unb eine beftimmte fiängeneinl^eit jur 3lu§meffung ber ©trerfen 
gewäl^lt tt)irb. 5Kit §ülfe ber le^teren fann für jebe rationale ^a^l 
a eine entfpre(i^enbe Sänge conftruirt werben, unb trägt man biefelbe 
don bem ^uncte au§ nac^ xtä)i^ ober linf§ auf ber ©eraben ab, 
je nad^bem a pofitid ober negatid ift, fo gewinnt man einen be= 
ftimmtcn Knbpunct p, wel(3^er al^ ber ber gal^l a entfpred^enbe ^unct 
bejiei(3^net werben fann; ber rationalen 3^^^^ ^tuK entfpri(i^t ber 
^unct 0. 9luf biefe SBeife entfprid^t jeber rationalen !^af)\ a, b. 1^. 
jebem Jinbidibuum in iZ, ein unb nur ein ^unct p, b. J^. ein 



\ 



— 



Snbibibuum in L, 6ntfpre(!^en ben beiben Sal^Icn a,h refp. bie 

beiben ^uncte p, q, unb ift a > i, \o liegt p reij^tö Don q, S)en 

©eje^en I, II, III be§ vorigen ^aragropl^en entjprc<]^en öoflftänbig 
bie ©eje^e I, II, III be§ je^igen. 



§. 3. 
©tetigleit ber geraben Sinie. 

aSon ber größten SCBid^tigfeit ift nun aber bie %f)ai\a6)^, ba$ 
e§ in ber ©eraben L nmnVixä) diele ^uncte giebt, toelc^e feiner 
rationalen Sal^l entfprec^en. @ntfpri(i^t nämlic^ ber ^unct p ber 
rationalen !ßa^ a, fo ift be!annttt(3^ bie Sänge op commenfurabel 
mit ber bei ber ßonftruction benagten unabänberlic^en Söngeneinl^eit, 
b. ^, e§ giebt eine britte Sänge, ein fogenannte§ gemeinfd^aftUc^eS 
5Ka$, bon xoiM^ti biefe beiben Söngen ganje aSielfac^e finb. 9Iber 
l'd^on bie alten ©rieci^en l^aben gewußt unb beriefen, ba^ e§ Sängen 
giebt, melij^e mit einer gegebenen Sängeneinl^eit incommenfurabel finb, 
i. 35. bie 2)iagonale be§ Quabrate§, beffen ©eite bie Sängeneinl^eit ift. 
SErägt man eine folc^e Sänge bon bem ^uncte o aus auf ber ©eraben 
ab, fo erl^ält man einen ©nbpunct, melij^er feiner rationalen ^qX)\ 
entjprid^t. S)a ftd^ ferner lei(3^t bemeifen läpt, ba& e§ unenblid^ 
biele Sängen giebt, me^e mit ber Sängeneinl^eit incommenfurabel 
finb, fo fönnen mir bel^aupten: 3)ie ©erabe L ift unenbli(i^ biel 
rei(3^er an ^unct = Snbibibuen , al§ bag ©ebiet B ber rationalen 
3al^len an 3a]^l=3nbibibuen. 

2Bifl man nun, tt)a§ bod^ ber aSßunf(3^ ift, aüe grfiä^einungen in 
ber ©eraben mi) aritl^metif(i^ berfolgen, fo rei(i^en baju bie ratio» 
nalen 3ö^len xdi^i au§, unb e§ toirb bal^er unumgänglich notl^menbig, 
ba§ Snftrument ü, xoAi)z^ bur(!^ bie ©(i^öpfung ber rationalen 
3a]^len conftruirt mar, mefentlici^ iu berfeinern burc^ eine ©(ä^öpfung 
bon neuen '^a^tn ber 3lrt, ba^ ba§ ©ebiet ber gölten biefelbe 
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« 

SSoUftönbigfeit ober, mic tüir %k\ä) jagen motten, biefelbe ©tetig» 
feit gewinnt, mie bie gerabe Sinie. 

2)ie biöl^erigen Setrac^tungen finb 9lflen jo befannt unb geläufig, 
ba$ aSiele il^re SCBieberl^oIung für fel^r überflüffig erad^ten ttjerben. 
2)enno(3^ l^ielt \ä) bief e 9lecapituIotion für notl^tüenbig, um bie §aupt* 
frage gel^örig öorjubereiten. S)ie biSl^er übli(3^e ©infül^rung ber 
irrationalen !^af)\m !nüpft nämlic^ gerabeju an ben Segriff ber 
ejtenfiöen (Srö^en an — toeld^er aber felbft nirgenb§ ftreng befinirt 
wirb — unb erfiärt bie ^a^ al§ ba§ SfefuUat ber 3Jleffung einer 
folc^en (Srö^e huxä) eine jmeite glei(i^artige*). ©tatt beffen forbere 
\ä), ba^ bie Slritl^meti! \\ä) au§ \\(i) felbft l^erau« entmidfeln fofl. 
®a& fo^e Slnfnüpfungen an ni(i^t aritl^metif(3^e Sßorfiettungen bie 
näii^fte SSeranlaffung jur ©rtoeiterung beS 3^^I6^9riff^ gegeben l^aben, 
mag im Mgemeinen jugegeben werben (bo(3^ ift bieg bei ber @in= 
fül^rung ber compiejen 3^^!^ entfd^ieben nic^t ber Sfatt gemefen); 
aber l^ierin liegt ganj gen)i$ !ein ®runb, biefe frembartigen Se= 
traiä^tungen felbft in bie Slrit^metif, in bie 35ßiffenf(3^aft öon ben 
3a]^len aufjunel^men. ©otoie bie negatiden unb gebrochenen ratio= 
naien 3^^!^^ ^wrd^ eine freie ©(ä^öpfung l^ergeftettt, unb mie bie 
©efe^e ber 9te(i^nungen mit biefen 3o^Ien auf bie @efe|e ber 9lec^= 
nungen mit ganjen pofitiöen 3^^^^" jurürfgefül^rt werben muffen 
unb fönnen, ebenfo l^at man bal^in ju ftreben, ba& aud^ bie irra= 
tionalen 3o^len burd) bie rationalen 3^^!^ öDein üoflftänbig befinirt 
werben. 9lur baö SOBie? bleibt bie grage. 

S)ie obige SSergleic^ung be§ ©ebieteö R ber rationalen 3^^^!^^ 
mit einer ©eraben l^at ju berßrfenntni^ ber fiücfenl^aftigfeit, UndoB» 
ftänbigfeit ober Unftetigleit be§ erfteren gefül^rt, wäl^renb wir ber 



*) !£cr fc^einbate SSorjuß ber Mßemeinl^eit biejer Definition ber Sa^l 
jd^toinbet fofort bol^in, menn man on bie complejen ^di^Un bentt. ^ad^ 
meiner ?luffoffung fann umgefel^rt ber SBcßrijf be§ S5erl&ältnif[e§ jtoijc^en atoei 
gleichartigen ®rö|en erft bann Ilar enimidelt iperben, toenn bie irrationalen 
^d^Un j^on cingefül^rt fmb. 



ll 

©erabcn aSoHftönbigf eit , fiüdenloftgfeit ober ©tettgfeit iuf(3^reiben. 
SÖßorin beftel^t benn nun eigentUiJ^ bicfc ©tetig!cit? 3n ber SJeant» 
mortung bicfcr Qfrage mu^ 9lIIe§ entl^alten fein, unb nur burd^ [ie 
wirb man eine tt)iffenf(3^aftli(3^e ©runbloge für bie Unterfuc^ung aller 
ftetigen ©ebiete gewinnen. 5Rit dagen Sieben über ben ununtet* 
bro(i^enen Sufammenl^ang in ben Heinften Sll^eilen ift natürli(3^ ni(3^i§ 
erreid^t; e§ fommt barauf an, ein präcifeS SKerfmal ber ©tetig!eit 
anzugeben, todä)e^ ate 35afi§ für tt)irHi(i^e 3)ebuctionen gebraust 
werben !ann. Sänge 3^H ^^be iä) öergebti(3^ barüber na(^geba(3^t, 
aber tnUxä) fanb i(i^, wa§ ic^ ]\iä)k, S)iefer gunb wirb üon öer= 
fii^iebenen ^erfonen t)iellei(i^t derfc^ieben beurtl^eilt werben, bod^ glaube 
\ä), baB bie 5Jleiften feinen Snl^alt fel^r triöial finben werben. 6r 
beftel^t im ^folgenben. 3m öorigen ^aragrapl^en ift barauf auf« 
merifam gemacä^t, ba^ jeber ^unct p ber ©eraben eine S^riegung 
berfelben in jwei @tü(fe t)on ber 5Irt l^erborbringt, ba^ jeber ^unct 
be§ einen @tü(!e§ linfs t)on jebem ^uncte be§ anberen liegt, '^ä) 
finbe nun bag SEßefen ber ©tetigleit in ber Umfel^rung, alfo in bem 
folgenben principe: 

„S^^föH^n alle ^uncte ber ©eraben in jwei Klaffen t)on ber^ 
3trt, ba^ jeber ^und ber erften Klaffe linfS öon jebcm ^uncte ber. 
ä weiten Klaffe liegt, fo eiiftirt ein unb nur ein ^unct, welcher ; 
biefe ßint^eilung atter ^unde in jwei Klaffen, biefe S^f^neibung ) 
ber ©eraben in jwei @tü(fe l^eröorbringt." 

35ßie fd^on gefagt, glaube id^ nid^t ju irren, wenn id^ annel^me, 
ba$ Sebermann bie SBal^rl^eit biefer Sel^auptung f of ort jugeben wirb ; 
bie meiften meiner Sefer werben fel^r entlaufest fein, ju öemel^men, 
ba$ burd^ biefe Sriöialitöt ba§ ©el^rimni^ ber ©tetigleit entpllt 
fein foH. 2)aju bemerle id^ fSfolgenbe§. 6§ ift mir fel^r lieb, wenn 
Sebermann ba§ obige ^rinrip fo einleud^tenb finbet unb fo überein= 
ftiramenb mit fdnen SSorfteKungen Don einer Sinie; benn id^ bin 
auper ©tanbe, irgenb einen 35ewei§ für feine 3Hd§tigtrit beijubringen, 
unb 5Riemanb ift baju im ^tanbe. 5)ie Slnnal^me biefer ^igenfd^aft 
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ber Sinie tft nid^tS alö ein 9ljiom, hnxä) tt)cl(3^e§ loir erji bcr Sinic 
i^te ©tetigfeit juerfennen, burc^ tt)elc^c§ mir bie ©tetigfeit in bie 
Sinic l^ineinbenfen. §at überl^aupt ber Slaum eine rede ©liftenj, 
fo ixa\iä)i er boc^ nic^t notl^toenbig [tetig ju fein; unjäpge feiner 
©igenfd^aften würben biefelben bleiben, toenn er aud^ unftetig tüäre. 
Unb tüü^ten mir gemi^, ba^ ber SRaum unftetig tüäre, fo !önnte 
unö hoä) mieber nichts l^inbern, falls e§ unö beliebte, il^n burc^ 9Iu3* 
f üüung feiner Südfen in ©ebanlen ju einem ftetigen ju moc^en ; bief e 
^luSfüHung tüürbe aber in einer ©c^öpfung t)on neuen ^unct= 
3nbibibuen beftel^en unb bem obigen principe gemäp au^sufül^ren fein. 



©(j^öpfung ber irrationalen !^ai)Un, 

2)urc^ bie legten SBorte ift fc^on ]^inrei(i^enb angebeutet, auf 
m\ä)e 9lrt ba§ unftettge ©ebiet B ber rationalen !^a^cn ju einem 
ftetigen öeröollftänbigt merben mu$. 3n §. 1 ift l^eröorgel^oben 
(III), ba^ jebe rationale 3ö^I a eine 3^ri^9wng beS ©^ftemS B 
in jttjei klaffen Ä^, A^ Don ber 3lrt l^eröorbringt , ba$ jebe 3ö^l 
«1 ber erften Klaffe Ai Heiner ift, als jebe 3ö^l «2 '^^ jweiten 
Klaffe J.2 ; bie 3^^! ^t ift entmeber bie größte 3ci^I i>^t Klaffe -äi, 
ober bie fleinfte 3ö^l ber Klaffe A^, 3ft nun irgenb eine Kin* 
tl^eilung beS ©^ftemS B in jmei Klaffen A^, A^ gegeben, tt)el(^e 
nur bie d^arafteriftifd^e Kigenfd^aft befi^t, ba^ jebe ^a^l «i in Ai 
Heiner ift, ate jebe 3ö^l (h iu A2, fo ttjoflen mir ber ßürje l^alber 
eine fold^e Kintl^eilung einen ©d^nitt nennen unb mit (Ai,A.2) 
beieid^nen. 2öir fönnen bann fagen; ba^ jebe rationale 3ö^l a 
einen ©c^nitt ober eigentlid^ jmei ©c^nitte l^erborbringt , meldte mir 
aber nid^t al§ mefentlid^ öerfd^ieben anfeilen moHen; bief er ©d^nitt 
^at au^erbem bie Kigenfd^aft, bafe entmeber unter ben 3^^!^^ '^^^ 
erften Klaffe eine größte, ober unter ben ^ai)Un ber jmeiten Klaffe 
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eine Heinfte epftirt. Unb umgefel^rt, befi^t ein ©c^nttt ani) biefe 
gigenfd^aft, fo wirb er 'Dmä) biefe größte ober Heinfte rationale ^a^l 
l^erborgebrad^t. 

2lber man überjeugt \x6) Iei(i^t, ba^ anä) nnrnhlxä) biete Schnitte 
ejciftiren, toelti^e ni(i^t hnxä) rationale Qa^ltn l^eröorgebrac^t ttjerben. 
2)aS näd^ftliegenbe Seijpiel i[t folgenbeä. 

@§ fei D eine pofitibe ganje ^al^l, aber ni(i^t ba§ Duabrat 
einer ganjen !^af)l, fo giebt eS eine pofitibe ganje !^af)l X bon ber 
3lrt, ba& 

A2 < D < (A + 1)2 

tt)irb. 

5Rimmt man in bie ätt)eite Klaffe Ä2 jebe pofitibe rationale 
3a]^l Oa auf, beren Duabrat > D ift, in bie erfte ßlaffe Äi aber 
alle anberen rationalen !Sai)lm a^ , fo bilbet biefe ©int^eilung einen 
©(ä^nitt (Ai^Az), b. 1^. jebe 3al^l a^ ift Heiner als jebe 3a^l «g- 
3ft nämlic^ ai = ober negatib, fo ift % f(3^on auä biefem 
©runbe Heiner al§ jebe 3^^! 0^2, tüeil biefe jufolge ber Definition 
pofitib ift; ift aber «i pofitib, fo ift il^r Duabrat < D, unb folg= 
li(3^ iji «1 Heiner als jebe pofitibe 3^^! «2 / l>^^ Duabrat > D ift. 

3)ief er ©(ä^nitt tt)irb aber burd^ feine rationale Qo^fjl l^erbor- 
gebra(3^t. Um bieS ju bemeifen, mu^ bor 3lflem gejeigt werben, ba^ 
e§ feine rationale Qaijl giebt, beren Duabrat = D ift. Dbglei(3^ 
bieg aus ben erften Elementen ber 3<^^I^t]^^orie befannt ift, fo 
mag bod^ l^ier ber folgenbe inbirecte SetoeiS ^latj finben. ©iebt 
es eine rationale QafjH, beren Duabrat = 2) ift, fo giebt es anä) 
jtoei poptibe ganje Qaf)kn t, u, xoz\i)t ber ®lei(i^ung 

t^ — Dm« = 
genügen, unb man barf annel^men, ba^ u bie fleinfte pofitibe ganje 
3al^l ift, meldte bie ©igenfc^aft befi^t, ba^ il^r Duabrat burci^ 
5Kultiplication mit D in baS Duabrat einer ganjen 3ö^l ^ ber« 
ttjanbelt wirb. %a nun offenbar 

Xu <t <{l -{- l)w 
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ift, jo mirb bie 3ö^l 

m'= t — lu 
eine pofittoe gonje !^a% unb jioar Heiner al§ «^. @e^t man ferner 

t' = Du — U, 
jo tt)irb ^' ebenfoüä eine pofitiöe ganje 3ö^l wnb es ergiebt fi(ä^ 

toa§f mit ber 3lnno]^me über u im 2Biberfpru(i^ [tel^. 

DJlit^n ift baä Duabrat einer jeben rationalen 3a]^I x mU 

meber < D ober > D. |)ierau§ folgt nun leiij^t, ba^ eS loeber 

in ber Klaffe Äi eine größte, noc^ in ber Klaffe A^ eine Ileinfte 

QoX)l giebt. ©e^t man nämli(3^ 

_ x(x^ + SD) 
^ ~ Sx'' + D ' 

foift 

_ _ 2x(D — x^) 
y ^— Sx^ + D 
unb 

(x^ — D)3 



y'-D = 



(3 iC2 + 2))'^ 

SWmmt man hierin für x eine pofitiöe ^a^ au§ ber Klaffe 
Üi , fo ifl x^ < D, unb folgli(ä^ tt)irb y > x, unb y« < D, alfo 
gel^ört y ebenfalls ber Klaffe A^ an. ©e^t man aber für x eine 
Sal^l aus ber Klaffe A^ , f o ift x^ > D, unb f olgli(3^ wirb y < a?, 
y > 0, unb j/2 > /)^ dijo gej^ört y ebenfalls ber Klaffe A^ an. 
S)iefer ©(ä^nitt toirb bal^er burd^ feine rationale 3a^l l^eröorgebra^t. 

3n biefer Kigenf d^aft , ba$ nid^t alle ©d^nitte burd^ rationale 
3öl^len l^eröorgebrad^t werben, beftel^t bie Unöollftänbigleit ober 
Unftetigfeit beS ©ebieteS B aller rationalen '^cS)itxi, 

SebeSmal nun, tt)enn ein ©d^nitt {A^,A^) borliegt, toeld^er 
burd^ feine rationale 3ö^l l^erborgebra^t »irb, fo er fd^ äffen mir 
eine neue, eine irrationale '^(xij\ a, toeld^e mir als burd^ biefen 
©d^nitt (^1 , A2) boüftönbig befinirt anfeilen ; mir merben f agen, 
ba$ bie 3ö^l « biefem ©d^nitt entfprid^t, ober bafe fie biefen ©d^nitt 
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l^erbotbringt. 6§ etttjprid^t olfo öon je^t ab jebem beftitnmten 
©d^nitt eine unb nur eine beftimmte rationale ober irrationale ^Oif)l 
unb tt)ir jel^en jtoei ^af)Un [tet§ unb nur bann als ber.fd^ieben ober, 
ungleid^ an, toenn fie mefenllii!^ berf(i^iebenen ©(ä^nittcn entjpreti^eni 

Um nun eine ©runblage für bie Slnorbnung atter reellen, 
b. ^. aller rötionalen unb irrationalen gal^len iu getoinnen, müjfen 
tt)ir imixd)\i bie Sejiel^ungen jtt)if ^en irgenb jmei ©(i^nitten (Äi, A2) 
unb ( J5i , ^a) unterfud^en, mli^e hnxä) irgenb jiDei Sa^en cc unb ß 
]^erborgebra(3^t loerben. Offenbar ift ein ©(i^nitt (Ä^, A2) \ä)on> t)oII= 
ftänbig gegeben, wenn eine ber beiben ©laffen, j. 33. bie erfte Ai^ 
befannt ift, toeil bie jmeite A2 au§ aflen nic^t in Ai entl^altenen 
rationalen Saluten beftel^t, unb bie (j^ara!teriftif(3^e 6igenf(3^aft einer 
fol(i^en erften 6laffe Ai liegt barin, bafe fie, tt)enn bie Qafjjl a^ in 
il^r entl^alten ift, aud^ alle Heineren '^cüjitn ate ai entl^ölt. SSergleid^t 
man nun sioei fold^e erfte Klaffen Ai, B^ mit einanber, fo fann eS 
1) fein, ba^ fie boUftänbig ibentifc^ finb, b. \, ba^ jebe in Ai mU 
l^altene ga^l a^ aud^ in B^ , unb ba^ jebe in J?i entl^attene '^cüji 
hl au(3^ in Ai entl^alten ift. 3n biefem gaUe ift bann notl^toenbig 
aud^ A^ ibentifd^ mit B^, bie beiben ©d^nitte finb döflftänbig 
ibentifd^, xoa% toir in '^ni^tn burd^ a = ß ober ß = a anbeuten. 

©inb aber bie beiben ©laffen Ai,Bi nid^t ibentifd^, fo giebt 
e§ in ber einen, j. 33. in Ai, eine gö^I ö^'i = ^'s/ toeld^e nid^t in 
ber anberen B^ entl^alten ift,. unb meldte fid^ folglid^ in B^ bor= 
finbet; mitl^in finb gett)i^ alle in Bi entl^altenen 3^^!^ ^1 Heiner 
afe biefe !^af)t a'i — h\, unb folglid^ finb alle Salden. 61 aud^ in 
Ay entl^alten. 

Sft nun 2) biefe S^l^l a'i bie einjige in A^, meldte nid^t in 
JBi entl^alten ift, fo. ift jebe anbere in A^ entl^altene 3# «1 in B^ 
enthalten, unb folglid^ tleiner als a\, b. \ a\ ift bie. grö^e uwter 
allen 3^^!^ «1 / mitl^in wirb ber ©d^nitt ( J.i, A^ burd^ - bie rationcde 
3a]^l a = a'i == h\ l^erborgebrad^t. SSon bem anberm ©d^nitte 
(Bi.B^) toiffen tt)ir fd^on, ba^ alle 3^^^ 61 in ^1 ciud^ in A 
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cntl^aUcn unb Heiner aU bie gal^I a\ = ft'g P«i>/ tt)el(3^e m ^2 
entl^alten ift; jebe anbete in B2 entl^altene Sal^l 62 mu^ aber größer 
ote ft'a fein, meil [ie fonft anä) Heiner al§ a\, aljo in -4i unb 
folglid^ au(^ in JBi entl^olten märe; mitl^in ift ^'2 i>i^ Heinfte unter 
QÜen in B^ entl^aüenen 2af)lm, unb folgüiä^ mirb au(3^ ber ©d^nitt 
(Bi , Bi) hnxä) biefelbe rationale gal^I ß = b\ = a\ = a l^er» 
Vorgebracht. 2)ie beiben ©d^nitte finb bal^er nur untt)efentli(^ ber= 
fc^ieben. 

®iebt eö aber 3) in A^ tt)enigften§ ätt)ei öerf(3^iebene '^(x^m 
a\ = ft'a unb a"i = ft^a/ tt)el(3^e nid^t in B^ entl^alten finb, fo 
giebt eS beren auc^ unenbüiä^ Diele, m.eil atte bie unenblid^ dielen 
5tt)if(3^en a\ unb a"i liegenben 3^^^^^ (§• 1- U-) offenbar in Ai, 
aber nic^t in Bi entl^alten finb. 3n biefem tJaüe nennen toir bie 
biefen beiben. tt)efentli(i^ t)erf(i^iebenen Schnitten (-^1,^2) unb(lfi, ^2) 
entfprec^enben !Saf)Un a unb /3 ebenfalls öerfci^ieben oon einanber, 
unb jtoar fagen »ir, ba^ a größer al§ ß, ba^ /3 fleiner ate « 
ift, tt)a§ tüir in 3^^^^ fotool^l burci^ « > /3, al§ burd^ ß < u 
auöbrücfen. |)ierbei ift l^eröorjul^eben, ba^ biefe Definition öoUftänbig 
mit ber frül^eren jufammenfäHt, menn beibe Qaf)kn a, ß rational finb. 

S)ie nun nod^ übrigen möglichen gälle finb biefe. ®iebt e§ 

4) in Bi eine unb nur eine 3^^l &'i = «V tt)el(3^e nid^t in Ai 
entl^alten ift , f finb bie beiben ©d^nitte (^1 , A2) unb (B^ , B2) 
nur untoefentlic^ berfd^ieben, unb fie werben burd^ eine unb biefelbe 
rationale Qaill « =• a'2 = h\ = ß ^eröorgebrac^t. ©iebt e§ aber 

5) in Bi minbeften§ jroei derfd^iebene 3ö^I^"/ ^^^^^ ^W ^^ ^i 
entl^alten finb, fo ift /J > a, a < /3. 

S)a l^iermit atte gätte erfd^öpft finb, fo ergiebt fid^, ba^ bon 
jtt)ei berfd^iebenen 3^^^^ notl^menbig bie eine bie größere, bie 
anbere bie Heinere fein mu$, maS jtoei 3Jlöglid^Ieiten entl^ält. 6in 
britter gatt ift unmögtid^. 3)ie§ lag jmar fd^on in ber SCBal^I be§ 
ßomparatibg (größer, fleiner) jur S3ejeid^nung ber Sejiel^ung 
jmif d^en a, ß ; aber biefe SBal^l ift erft je^t nac^träglid^ gered^tf ertigt. 
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©erabc bei fold^en Unterfu(3^un9cn f)ai man fi(j^ auf ba§ ©or9= 
föltigfte ju lauten, ba^ man jelb[t bei bem beften SSJiHen, el^rli^ ju 
jein, hmä) eine voreilige SHJal^I öon 9lu§brücfen, toe^e anbeten 
fc^on entmicfelteri SorfteBungen entlehnt [inb, \\ä) nid^t öeVlciten 
{afle, unerlaubte Uebertragungen au§ bem einen ©ebiete in baö 
anbete dotjune^men. 

Setta(ä^tet man nun nod^ einmal genau ben ^aü cc> ß, jo 
etgiebt \\ä), ba^ bie fleinete 3ci^l ß, wjenn fie tational i[t, gemi^ ber 
6(affe Äi angeptt ; ba e§ nämlic^ in Ä^ eine 3a]^I a'i = V^ fli^bt, 
meldte bet ßlaffe B.2 angel^ött, fo ift bie 3ci^I ß, tnag fie bie gtö^te 
3a]^I in J5i obet bie Heinfte 3^^^ in B^ jein, gemijs < a\ unb 
folglich in A^ entl^alten. ßbenfo etgiebt [i(^ au§ a> ß, ba^ bie 
gtö^ete 3^^I «/ *^^tt« fie tational ift, getüi^ bet Klaffe B.2 an= 
gel^ött, meil a ^ a\ ift. SSeteinigt man beibe 33etta(3^tungen , fo 
etl^ält man folgenbeö 9tef ultat : SEßitb ein ©(i^nitt {A^ , A^) butd^ 
bie 3ö^l « ^etöotgebtad^t, fo geptt irgenb eine tationale 3<^^l äu 
bet Klaffe A^ obet ju bet Klaffe A^, je na(3^bem fie tieinet obet 
gtö^et ift al§ a; ift bie 3^^^ « f^^ft national, fo !ann fie bet 
einen obet bet anbeten Klaffe angel^öten. 

|)ietau§ etgiebt fi(3^ enbUd^ no(3^ fJolgenbeS. ^ft u> ß, giebt 
e» alfo unenbU(3^ oiele S^^en in -äi , \r)eli)t ni(i^t in ^i entl^alten 
finb, fo giebt e§ aud^ unenblid^ oiele fold^e 3^^!^/ weld^e jugleid) 
oon a unb üon /S oetfd^ieben finb; jebe fold^e tationale 3^^! ^ ift 
< a, weil fie in Ai entl^alten ift, unb fte ift jugleid^ > ß, meil fie 
in B2 enthalten ift. 

§. 5. 
6tetigfeit be§ ©ebietei bet teellen !^a^len, 

3ufoIge bet eben feftgefe^ten Untetfd^eibungen bilbet nun baö 

Softem SR aflet teellen 3^^!^^ ^in mo^lgeotbneteS ©ebiet t)on einet 

'J)imenfion ; l^ietmit foH meitet nid^ts gefagt fein, al§ bafe folgenbe 

©efe^e ^ettfd^en. 

2 
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I. 3[t cc > ß, unb /3 > y, jo ift aud) a > y. 2öir roofleu 
Jagen, ba$ bie 3öl)l ß ättjijd^en ben 3ö^I^'» «/ y li^9*- 

IL ©inb a, t' jtüei derjd^iebene 3^^!^^/ i»^ fli^tt eö immer 
unenbüc^ Diele t)erj(3^iebene Saldiert ß, ml6)t jtpifd^en cc, y liegen. 

III. 3[t a eine beftimmte 3o^l/ jo jerf allen alle !^a^e\\ beö 
S^flemä 3S in jmei Klaffen 9li unb %i, beten jebe unenbli(i^ öiele 
Snbibibuen entl^ölt; bie erfte Klaffe %i umfaßt alle bie !^ai)\en «i, 
mlä)c < a finb, bie jmeite Klaffe Slg umfaßt aüe bie g^^l^ «2/ 
n)el(3^e'> « finb; bie 3<^^l <« ft'lbft fann nad| Selieben ber erften 
ober ber jnjeiten Klaffe jugetl^eilt werben, unb fieift bann entfprec^enb 
bie größte Qa^ ber erften ober bie fleinfte !^al)l ber jttjeiten Klaffe. 
3n jebem gafle ift bie 3^ri^9i*ng be§ ©^ftem^ 9i in bie beiben Klaffen 
5li, 3I2 t)on ber 3lrt, ba^ jebe 3^^! ^^^ ^^ft^^ ©löffe 2li Heiner 
al§ jebe !ßat)l ber jttjeiten Klaffe Stg jft/ unb mir fagen> ba^ biefe 
3erlegung burd) bie 3^^! ^ ^erdorgebrati^t mirb. 

S)er StHirje falber, unb um ben 2efer nid|t ju ermüben, unter« 
brüde \(i) bie Semeife biefer @ä§e, meiere unmittelbar auä ben 
2)efinitionen be§ Dor^erge^enben ^aragrapl^en folgen. 

3lu^er biefen Kigenf(i^aften befi^t aber baö ©ebiet 31 aud^ 
Stetigteit, b. ^. e§ gilt folgenber ©a^: 

IV. 3^^t^fl^ ^^^ ©5ftem 91 aller reeflen 3^^^^ iu jmei 
Klaffen 2li , 5t2 bon ber 5lrt, ba$ jebe 3ö^l «i ber Klaffe 3li Heiner 
ift al§ jebe 3ö^l «2 ^^^ Klaffe %i , f ejiftirt eine unb - nur eine 
3al^l «/ bur(^ n)el(^e biefe 3^riegung l)erdorgebrad)t mirb. 

35emei§. S)urd) bie 3^rf^9ung ober ben ©(^nitt oon 9t in 
% unb 5I2 ift jugleid) ein Schnitt (^^ , Ä^) beö ©t)ftem§ iJ aller 
rationalen 3*^^'^^ gegeben, mel(^er baburc^ befinirt mirb, ba^ Ai 
aüe rationalen 3^^^^" ber Klaffe %i, unb A.2 alle übrigen rationalen 
3at|len, b. ij, aüe rationalen S^\i)lm ber Klaffe 3I2 enthält. K§ fei 
a bie döllig beftimmte 'S^i)l, meldte biefen ©d^nitt (^1, Ä^) ^er= 
oorbringt. Sft nun ß irgenb eine don a derf(^iebene 3öl)l, fo giebt 
eö immer unenblid^ diele rationale !^a^m c, meiere jmifd^en a unb 
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ß liegen. 3ft ß < a, \o ift c < «; mUl)in gehört c ber (klaffe 
Ji unb jolgli^ aud) ber ßlafje 3ti an, uiib ba jugleicä^ /3 <.c 
ift fo gel^ört aud) ß betjelben 6laffe 3(i an, meil jebe S^til in %2 
größer ift al§ jebe ga^I c in 3li. 3ft aber ß > a, \o ift c > a; 
mithin gel^ört c ber Klaffe Ä.2 unb folgli^ au(j^ ber @laf[e 3I2 an, 
unb ba juglei(j^ /3 > c ift, fo geprt au^ ß berfetben ©laffe %2 an, 
meil jebe 3<i^I i" 5li Heiner ift al§ jebe 3^^! c in la- '^liW 
gel^ört jebe bon a öerfc^iebene !^atjH ß ber ©laffe % .ober ber Klaffe 
9(2 ön, je na(3^bem /3^ < a ober ß > oc ift; folgli^ ift a felbft 
entmeber bie größte ^af)l in % ober bie fleinfte !^ai}l in Sta, b. i), 
a ift eine unb offenbar bie einjige gal^l, bur(^ mel^e bie g^rf^flung 
Don 9i in bie Klaffen %, % l^erborgebraci^t mirb. SäJas ju be= 
meifen mar. 

§. 6. 
9ie(^nungen mit reellen g^^len. 

Um irgenb eine 9le(^nung mit jmei reellen 3*^^'^^^ "^ ß ^^^f 
bie 9ie(i)nungen mit rationalen 3*^^!^" jurüd jufül^f en , tommt es 
nur barauf an, au§ ben ©(j^nitten (^1, A^) unb (Bi, B^), mel^e 
burci^ bie ^afjlm « unb ß im ©^fteme iJ l^erborgebrac^t merben, 
ben ©^nitt (Ci, C2) ju befiniren, melcä^er bem 9le^nung§refultate 
y entfprecä^en foll. .Sd) befdiränie mic^ ^ier auf bie 2)urd^fü^rung 
beö einfad^ften Seifpieleö, ber 3lbbition. 

äft c irgenb eine rationale 3a^l, fo ne^me man fie in bie Klaffe 
C\ auf, menn eö eine 3o^l «1 in J-i unb eine 30^1 &i in jBi üon 
ber 2lrt giebt, bap i^re Summe «i + &i ^ c mirb; alle anberen 
rationalen !^äi)kn c ne^me man in bie Klaffe C^ auf. ®iefe Kin= 
t^eilung aller rationalen 3^^^!^ in bie beiben Klaffen C^ , ü^ bilbet 
offenbar einen ©d)nitt, meil jebe 3^^! ^v in Cj Heiner ift al§ jebe 
3a^l C2 in C^. vSinb nun beibe '^a^m a, ß rational, fo ift jebe 
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in 6\ entgoltene !^at}\ c^ < a + /3, meil a^ < a, bi ^ ß, aljo 
üud) tti -h 61 < a + /J i[t ; märe ferner eine in Cg entl^altene 
3ü^I Cj < a -f /3, aljo a -\- ß = Ca -\- p, too p eine pofitiöe 
rationale 3^^! bebeutet, jo märe 

^2 = (« - V2l>) + (ß- V2i>). 
maö im 2öiberjpru(j^ mit ber Definition ber ^ai)l c^ ft^^t, meil 

a — V2i> rine 3ö^I in ^1, unb ß — V2i> eine 3ö^l i^ ^1 Mt; 
folgli^ iji jebe in C^ enthaltene 3^^! c^ ^u + ß. W^^n mirb 
in biefem gafle ber Schnitt (Ci, Cj) burcj^ bie ©umme « + /3 
I)erDor9ebra(J^t. 9Kan öerftö^t bal^er nici^t gegen bie in ber 2lrit^= 
metif ber rationalen 3ö^len geltenbe Definition, menn man in aBen 
3fäüen unter ber Summe (* -\- ß öon jmei beliebigen reellen 
3a^Ien «, ß biejenige !^al)l y berfte^t, burci^ meiere ber ©dinitt 
(Ci, Cj) ^erDorgebrad)t mirb. :iüft ferner nur eine ber beiben 3ö^I^ 
a, ß, 5. 33. a, rational, fo überjeugt man ficä^ leidit, bafe e§ feineu 
©influ^ auf bie ©umme y =: « + /3 ^at, ob man bie 3^¥ « 
in- bie 61affe A^ ober in bie 6laffe A^ aufnimmt. 

gbenfo mie bie 5lbbition laffen ficli au(^ bie übrigen Operationen 
ber fogenannten ®[ementar=3lrit^metit befiniren, nämlid^ bie 33ilbung 
ber Differenjen, ^robucte, Quotienten, ^otenjen, Sßurjeln, 2oga= 
rit^men, unb man gelangt auf biefe Sßeife ju mirtlii^en SJemeifcn 
üon ©ä^en (mie j. 33. V 2 . V 3 = V 6) , melcfie meincö aößiffen^ 
biSl^er nie bemiefen finb. Die Söeitläufigteiten , mel(i)e bei ben De= 
finitionen ber complicirteren Operationen ju befürchten finb, liegen 
tl^eilö in ber 5latur ber ©ac^e, jum größten Xl^eil aber laffen fie 
fi(j^ Dermeiben. ©el^r nü^lid) ift in biefer Sejiel^ung ber Segriff 
eineö ^nteröallö, b. ^. eineg ©^ftemö A öon rationalen 3^^^^"/ 
mel^e§ folgenbe c^arafteriftifci^e ©genf^aft befi^t: finb a unb o! 
3a^len beö ©^ftemö A, fo finb au(^ aüe jmif^en a unb ci liegen= 
ben rationalen 3ö^len in A enthalten. Da^ ©^ftem ü aller 
rationalen 3^^'^"' z^tv\ti bie beiben ©laffen eineö jeben ©(^nitte§ 
finb Snteroaüe. ©iebt eö aber eine rationale 3^^! «i, toel^e Ileiner, 
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unb eine totionale 3^^! «2/ ^^^^ größer ifi als jebe 3^^^^ '^^^ 
Snteröaü» Ä, fo ^eipe ^ ein enbli(|e§ SnteröaH; e§ giebt bann 
offenbar unenblid) öiele 3^^!^^ ^^n berjelben 93ef(i^affen]^eit mie a,, 
unb unenblid) Diele 3^^!^^ ^^n berfelben Sejc^affenl^eit mie aj; 
baö ganje ©ebiet ü5 jerföfit in brei ©tücfe Ai, Ä, A^, unb e§ 
treten jmei DoBftänbig beftimmte rationale ober irrationale S^^I^^^ 
«1 / «2 öuf, tt)el(i)e refp. bie untere unb obere (ober bie Heinere unb 
größere) ©renje be§ 3ntert)all§ A genannt toerben fönnen; bie 
untere ©renje «i ift burij^ ben @^nitt beftimmt, bei tt)el(j^em bie 
erfte ©lafje burd) ba§ ©Aftern Ai gebilbet mirb, unb bie obere 
©renje «2 bur^ ben ©^nitt, bei meld^em A^ bie jmeite Klaffe 
bilbet. 35on jeber rationalen ober irrationalen 3^^' a, toelctie 
Stt)if(j^en «1 unb «2 li^gt inag gefagt merben, fie liege innerhalb 
be§ Snteroafl^ A, ©inb aüe 30^!^" ^ine§ S^teroaüä A aud) 
3a^len eines SuteroattS B, fo ^ei$e A ein ©tücf t)on B. 

9lo(i| biel größere 2Beitläufigfeiten fij^einen in SluSfidit ju ftel^en, 
tt)enn man baju übergeben miü, bie unjä^ligen ©ä|e ber ?lrit!^nietil 
ber rationalen ^ai)len (mie 5. S. ben ©a§ (a + 6) c ;=a(? -f ftc) 
auf beliebige reelle 3ö^len ju übertragen. $>em ift jebod) ni^t fo; 
man überjeugt fid^ balb, bap ^ier MeS barauf anidmmt, na%i= 
meifen, ba^ bie arit^metif(^en D<)erationen felbft eine geJDiffe ©tetig= 
leit befi^en. SBaS id) l^iermit meine, mitl i^ in bie 3^<^^ni eine» 
allgemeinen ©a^eS einfleiben: 

„3ft bie Qai)l k baS älefultqt einer mit ben 3ö^ten a, /J, y . . . 
angeftellten $»e(^nung, unb liegt A innerl^alb beS SnterbaüS L, fo 
laff cn fi(^ Snterbaße A, B, C , . . angeben , innerfialb beren bie 
3ctW^n cc, ß, y . . . liegen, unb Don ber ?lrt, bajs baS älefultat 
berfelben SRec^nung, in meldier bie ^aifim a, ß,y . ., burct) beliebige 
3ö^len ber Snterbaße A, B, (7... erfe^t merben, jebeSmal eine 
innerljalb be§ SnteroaUS L liegenbe 3^1)1 toirb." ^ie abfd^recfenbe 
©ctimerföHigfeit aber, toelctie bem 9luSfpru(J^e eines foldien ©a^eS 
anllebt, überjeugt unS, ba^ ^ier etmaS gef(j^e^en mup, um ber 
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Sprad^e ju ^ülfc ju fommcn; bte§ rt)irb in ber %f)ai auf bie üoK« 
f ommcnfte Söeif e erteidit, menn man bie Segriffe ber öeränberlid^en 
©röpen, ber Functionen, ber ©renjmertl^c einführt, unb jtpar 
wirb e§ ba§ g^^^öjsigfte fein, f(i)on bie S)efinittonen ber einfadiften 
aritl^ntetifdien Operationen auf biefe Segriffe ju grünben, mag ^ier 
jebod) nid^t meiter au^gefül^rt merben fann. 

§.7. 
3nfinitefimal = 5lnaü)fi§. 

6§ foB ^ier nur noä) jum ©ctjlujs ber 3wfammen^ang be= 
leud^tet merben, welci^er jtDifdien unferen bi^l^erigen SetracJ^tungen 
unb getniffen ^auptfä^en ber Sttfiniteftmal=3tnal^ft§ befielet. 

9Jlan fagt, ba$ eine öeränberlictie ©rö^e x, meiere fucceffiöe 
beftimmte ^^^toert^c bur(i)läuft, fid^ einem feften ©renjtnert^ « 
nöl^ert, menn x im Saufe be§ ^roceffeS befinitiö ätpifdien je jmei 
3cil^len ju liegen !ommt, jmifd^en benen a felbft liegt, ober tt)a§ 
baffelbe ift, Wenn bie ®ifferenj x — a abfolut genommen unter 
jeben gegebenen, öon 9luII öerfdiiebenen SBertl^ befinitit) l^erabfinft. 

ßiner ber tt)i(i)ttgften ©ä|e lautet f olgenberma^en : „SBäd^ft eine 
®röfee X beftänbig, aber nic^t über aße ®renjen, fo nähert fte fic^ 
einem ©renjmertl^." 

"^ä) beweife il^n auf folgenbe ?lrt. 2)er SSoraugfe^ung nad^ 
giebt e§ eine unb folglid^ aud^ unenblidf) t)iete ^ai)len «2 öon ber 
?lrt, bafe ftetö x < cc^ bleibt; id^ bejeid^ne mit % i^öö @t)ftem 
aöer bief er 3^^^'^^ ««2 / ^it 9li ba§ ©t)ftem aller anberen ^((tflm «i ; 
jebe ber le^teren ^at bie ©genfd^aft, bap im Saufe beö ^roceffe^ 
befinitit) x^cc^ mirb, mithin ift jebe !^Qi)t «i Heiner al§ jebe !^ai)i 
cc^, unb folglid) epftirt eine ^ai)l a, meiere enttpeber bie größte in 9li 
ober bie fleinfte in % ift (§. 5. IV.). 2)a§ grftere !ann nid^t ber gaU 
fein, tneit x nie aufl^ört, ju tnad^fen, alfo ift a bie fleinfte 3ö^l in 9I2. 
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2ßel(^c 3oi^t «1 ntan nun anS) nel^men mag, jo mirb fc^üeßlid^ 
bcfinitit) «j < rc < oc fein, b. 1^. ^ näl^ert fic^ bem ©renjtüertl^e oc. 

2)tefer ©afe ift äquitxilent mit bem ^rincip bei* ©tetigfeit, 
b. ]^. er öerliert feine (Sültigfeit, jobalb man aud^ nur eine reefle 
3a]^l in bem ©ebiete 9i al§ nic^t öor^anben anfielet; ober anberö 
au^gebrücft: ijt biejer @a§ ri^tig, fo ift au(^ ber ©a§ IV in §. 5 
ri(J)tig. 

@in ahberer, mit biefem ebenfalls äquivalenter ©a^ ber 3n= 
finitefimal=?tnat^fi§, melc^er noä) öfter jur ^Inmenbung fommt, lautet 
f olgenbermapen : „2ä^t \\ä) in bem 9lenberung§proceffe einer ®rö^e 
X für jebe gegebene pofitibe ®rö^e S ci\i6) eine entfpre(^enbe ©teile 
angeben, t)on melc^er ab. x fid^ um SOßeniger ate d änbert, fo näl^ert 
fi(i^ ;r einem ©renjmertl^." 

®iefe Um!el^rung be§ leidit ju bemeifenben ©a§e§, ba$ jebe 
Deränberli(^e ®röpe, tpeld^e fid^ einem ©renjmert^ nähert, fid^ jule^t 
um Söeniger änbert, al§ irgenb eine gegebene pofitioe @rö^e, fann 
ebenfomol^l m^ bem oorl^ergel^enben ©a^e mie birect au§ bem 
^rincip ber ©tetigfeit abgeleitet merben. ^d^ fd^lage ben le^teren 
2Beg ein. (5§ fei 8 eine beliebige pofitioe ®rö^e (b. b. ö > 0), fo 
mirb ber 9Inna^me jufolge ein 5lugenblidE eintreten, öon meld^em 
ab X fidf) um SBeniger al§ 8 änbern mirb, b. 1^. menn'.'r in biefem 
9lugenblidE ben SBert^ a befi^t, fo mirb in ber golge ftet§ x>a — 8 
unb x < a ^ 8 fein. 3id& laffe nun einftmeilen bie urfprünglid^e 
9lnnal)me fallen, unb balte nur bie foeben bemiefene 2:^atfad^e feft, 
ba^ aße fpäteren äöertl^e ber Seränberlid^en x ^mifd^en jmei an= 
gebbaren, enblid^en Söertj^en liegen, hierauf grünbe id^ eine bop= 
pelte gint^eilung aller reellen "^(Ajim. 3n baö ©tiftcm % nel^me 
id^ eine 3^^! «2 (S- S. « + 8) auf, menn im Saufe be» ^roceffe^ 
befinitit) x ^ (x^ mirb; in ba§ ©^ftem \ nel^me id^ jebe nid^t in 
%i enthaltene 3^^I «i^f; ift «1 ^ine foldf)e 3a]^l, fo mirb, mie meit 
aud) ber ^rocep oorgefd^ritten fein mag, e» nodli unenblic^ oft ein= 
treten, bap :r > «i ift. 2)a jebe 3a^l «i Heiner ift al» jebe 
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3a]^I «,, jo giebt c§ eine ööllig beftimmte ^ai)\ a, mel^e biefen 
©^nitt (9li , %) beS ©^jientö 3t l^eröorbringt, unb xotli^t id^ ben 
oberen ©renstüertl^ ber ftet§ enbli(^ bleibenben SBerönberli^en x 
nennen mill. gbenjo »irb bur^ ba§ Skrl^altcn ber SSeränberlid^en x 
ein jtpeiter S^nitt (5ßi, Sj) ^^^^ @9ftan§ 91 l^eröorgebroi^t : eine 
3a]^l ^1 (j. 93. a — ö) mirb in 33i aufgenommen, toenn im Saufe 
beS ^roceffc§ befinitiö a: ^ ^i tt>irb; jebe anbere, in SSj aufjunel^« 
menbe 3^^! Z^? ^^^ ^^^ 6igenf(i^aft, ba^ niemals befinitiö x ^ ^2, 
alfo immer mi^ unenbli(^ oft x < ß^ mirb; bie 3ö^I i^/ i>u^<ä^ 
mel(j^e biefer ©(^nitt l^eröorgebra^t mirb, l^eipe ber untere ®renj= 
mertl^.ber aSeränberli^en .r. Sie beiben 3^^^^ «^ ß f^"i> offenbar 
au^ bur(j^'bie folgenbe gigenfd^aft (j^aratterifirt : ift b eine beliebig 
Heine pofitiöe ®rö^e, fo mirb ftet§ befinitio x < a -^ b unb 
x> ß — B, aber niemals mirb befinitiö x <a — b, unb niemals 
befinitiö a; > /S + 6. 9lun finb jmei gäüe möglici^. Sinb a unb ß 
t)erfd)ieben üon einanber, fo ift not^menbig a>ß, meil ftet§ «^ ^ /3i 
ift; bie SSerönberliiä^e a: oöciHirt unb erteibet, mie meit ber ^rocep 
mä) t)orgef(]^ritten fein mag, immer no(j^ 3lenberungen, beren Setrag 
ben SBertl^ (« — ß) — 2b übertrifft, mo b eine beliebig f leine pofi^ 
tiöe ©rö^e bebeutet. 2)ie urft)riingli(]^e 9lnna^me, ju ber id^ erft 
je^t jurüdfel^re, ftel^t aber im Söiberfprud^ mit biefer ßonfequenj; e§ 
bleibt bal^er nur ber jmeite gfafl a^=ß übrig, unb ba f^on bemiefen 
ift, bap, mie flein awi^ bie pofitiöe ©rö^e b fein mag, immer befinitio 
X < a -{- B unb x> ß — B mirb, fo nähert fi(ä^ x bem ®renj= 
mert^ a, ma^ ju bemeifen mar. 

®iefe Seifpiele mögen genügen, um ben 3wfammen]^ang jmi= 
fc^en bem ^rincip ber ©tetigfeit unb ber Snfinitefimal = Stnalpfi^ 
barjutegen. 
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